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Al aumentar la complejidad de un modelo, esperamos que el error de prueba primero baje y después
suba: la conocida curva en U. El double descent introduce otro escenario. Cerca del umbral en el
que el modelo puede ajustar exactamente los datos de entrenamiento, el error se dispara; con mas
parametros, puede volver a bajar.

En un caso concreto — regresion polinémica en una dimension, con una base de Legendre y
soluciones de norma minima — se puede conectar lo que aparece en las curvas con el dlgebra del
problema: la pseudoinversa y los valores singulares de la matriz de disefio.

Dos objetivos que chocan

Tenemos datos de entrenamiento (z;,y;)" ;. En el ejemplo central, cada x; es un escalar en [—1, 1];
en la discusién general conviene pensar z; € RP como vector de covariables y y, € R como respuesta.
Disponemos ademés de un conjunto de prueba (;1:;‘, y;)?zl para medir lo que importa en aplicaciones.
En muchos modelos aparece, de forma explicita o implicita, el objetivo de interpolar el entrenamiento,
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mientras que lo que realmente importa en aplicaciones es la generalizacion: que fe(a:;-) se parezca a
y; en puntos nuevos. Esa tension aparece en regresion lineal, en modelos basados en kernels, en redes
neuronales cuando el entrenamiento minimiza el error cuadratico hasta casi cero, etc.

La historia clésica del sesgo—varianza sugiere que, al aumentar la complejidad, en algin momento
el error de test empeora: la curva tipica en la literatura pedagdgica tiene forma de U o de tazén. El
fenémeno de double descent muestra que, en ciertos regimenes (sobre todo con interpolacion y reglas
de eleccién de soluciéon como la de norma minima), la curva de error de test puede volver a bajar
después de un pico dramético cerca del umbral donde el modelo pasa a poder interpolar. No es magia:
es consecuencia de cémo se resuelve el problema lineal subyacente y de qué direcciones en el espacio
de features quedan mal identificadas cuando la matriz de disefio esta casi en rango deficiente.

Polinomios de Legendre como features (1D)

En el ejemplo numérico principal, x vive en [—1, 1] y usamos la base de polinomios de Legendre
{Pk}kZOv ortogonal en [—1, 1] con peso 1:

1
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Por ejemplo Py(z) =1, P)(z) =z y Py(x) = 3(52° — 3z). En lugar de (1,,2?,...) tomamos
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como vector de covariables. La matriz de diseno tiene una fila por observacién de entrenamiento:
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Eso reduce el mal condicionamiento tipico de las potencias crudas (1,z,22,...) cuando P crece: las
columnas de monomios en una malla fija suelen volverse casi colineales, lo que encarece numéricamente
la inversion de X' X. La base de Legendre no elimina por completo el mal condicionamiento en el
limite P ~ n, pero ordena el problema de un modo mas estable para el experimento que mostramos
abajo.

Experimento: funcién verdadera, ruido, nodos y umbral

La funcion “verdadera” del ejemplo es

y(x) = 2z + cos(25z),

y observamos y; = y(z;) + ¢; con ruido gaussiano ¢; ~ N (0,0.2%), independiente entre observaciones.

Dénde se evaliia la funcién. Los valores de = no se toman en una malla equiespaciada en (—1,1).
Con una malla uniforme, la matriz de Legendre evaluada en muchos puntos cercanos puede acercarse
peligrosamente al rango deficiente de modo “accidental”, y el umbral P = n deja de coincidir tan
limpiamente con el fenémeno de interpolacién en la practica numeérica. Por eso fijamos los z en
nodos tipo Chebyshev en (—1,1) (transformacién coseno de indices discretos), que reparten mejor
los puntos hacia los extremos del intervalo y son el estandar en interpolacién polinémica.

Train y test. Partimos la muestra en mitad entrenamiento y mitad prueba, pero antes permutamos
los indices al azar. Si usdramos siempre “la primera mitad” como train, en una malla ordenada los
puntos de entrenamiento podrian concentrarse en una parte del intervalo (por ejemplo solo z < 0), la
matriz X p serfa atipica y las conclusiones visuales se confundirian con un artefacto de muestreo. La
permutacién hace que train y test vean soporte comparable en [—1,1].

El umbral de interpolacién es P = n: tantas columnas (features) como filas (puntos de train)
en Xp. Para P > n, en rango fila completo, existe una infinidad de 8 que interpolan exactamente
los y; del train; entre todas ellas se elige la de norma euclidea minima, que es la que entrega la
pseudo-inversa de Moore—Penrose en ese régimen.

El ajuste queda entonces:

pp™ =Xpy,

con la forma cerrada (X5Xp)7'XZ% si P < n (rango columna completo) y X5(XpXE)™tsi P > n
(rango fila completo, régimen interpolante).

La siguiente figura muestra el MSE en entrenamiento y en prueba frente a P (escala logaritmica en
ambos ejes). El patron tipico del double descent aparece de inmediato: error alto con pocos pardmetros,
un pico cerca de P = n, y luego descenso o estabilizacién cuando P supera claramente a n. En el
tramo P < n marcamos ademas un P* que minimiza el MSE de test en esta realizacién fija del
experimento (linea vertical punteada verde), para contrastarlo con el umbral P = n (gris).

El train baja mondétonamente cuando el modelo gana flexibilidad; el test no: cerca de P = n el sistema
estd mal condicionado y pequenias perturbaciones (ruido, geometria de los datos) se amplifican. Més
alla del umbral, la eleccion de la solucién de norma minima vuelve a imponer una forma “suave” al
coeficiente y el error de test puede recuperarse.



Double descent (Legendre, norma minima)
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Figura 1: MSE en train y en test frente al nimero de features P. Linea gris: P = n; verde: P* que
minimiza el MSE de test con P < n en esta muestra.

Qué muestran las curvas ajustadas

El panel siguiente usa siempre los mismos puntos de entrenamiento y cambia solo P. Asi se ve qué
significa el gréafico anterior en términos de la funcién y(x) frente a la verdadera y(x) = 2x + cos(25z).

1. Pocos parametros (P pequeiio): el modelo es rigido; la onda de alta frecuencia cos(25z) casi
no entra y el ajuste queda suave pero sesgado respecto de la verdad.

2. Mejor P antes del umbral (P* < n): suele aparecer un compromiso razonable entre capturar
estructura y no inflar varianza; la curva se acerca més a y(x).

3. Umbral (P = n): el sistema cuadrado es delicado; direcciones con valores singulares muy pe-
quenos amplifican el ruido y el ajuste puede oscilar de forma dramatica entre los puntos de
entrenamiento.

4. Muchos parametros con min-norm (P > n): el modelo interpola el train pero la regulariza-
cién implicita de la norma minima tiende a producir predicciones mas suaves fuera de los datos
de entrenamiento que en el caso “en el borde” P = n, lo que en este ejemplo puede reducir de
nuevo el error de test.

Esa secuencia es la narrativa visual que acompafia la curva en forma de doble descenso: el pico en
P ~ n no es un artefacto del dibujo, sino que corresponde a ajustes casi singulares que explotan entre
los datos, mientras que el régimen P >> n con norma minima puede verse mucho méas benigno a ojo.

Pseudo-inversa de Moore—Penrose (lenguaje unificado)

Para una matriz de disefio X € RV*F (aqui N es el ntimero de puntos de entrenamiento) y el vector
de respuestas Y € R¥, la solucién que unifica los dos regimenes (cuando los rangos son completos en
el sentido habitual) es

B=XtY,

donde X es la pseudo-inversa de Moore—Penrose. En forma cerrada, fuera de los casos limite
de rango deficiente, se recuerda como



Intuicién visual: misma muestra de entrenamiento

Pocos parametros Mejor test (P<n)
P=10,n=50 P* =29, MSE test = 0.0558
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Figura 2: Misma muestra de entrenamiento; cuatro valores de P: pocos parametros, 6ptimo P* < n,
umbral P =n,y P grande con solucién de norma minima.



) (XTX)"1XT si P <Ny X tiene rango columna completo,
XT(XXT)™! si P> Ny X tiene rango fila completo.

En el régimen sobre-parametrizado interpolante (P > N y rango fila completo), XY es exacta-
mente el vector § de norma euclidea minima entre todos los que satisfacen X5 =Y

3= argmgn I8]3 sujetoa XB=Y.
Co6mo predecimos en un punto de test

Sea X, € RY el vector de features del mismo tipo que las filas de X (en nuestro ejemplo, valores de
Legendre hasta orden P — 1). Entonces

Utest.under = Xiest (X' X) 7' XY (P < N, rango columna completo),

rest.over = Kot X (XX T)™'Y (P > N, rango fila completo).

En la practica, conviene obtener 5 y las predicciones con métodos basados en la descomposicion en
valores singulares u otras factorizaciones estables, en lugar de invertir matrices de Gram de forma
directa cuando P o N son grandes. Las férmulas anteriores son la referencia algebraica que conecta el
experimento con el analisis del error.

Modelo de referencia y error de prediccion

Para analizar el error sin asumir que el mundo es lineal, introducimos notacién: escribimos

Y = X3 +E,

donde 5* representa los coeficientes del mejor predictor lineal en un sentido ideal y E recoge todo
lo que esa clase lineal no puede explicar (ruido, o componentes no lineales). El valor “ideal” en test es
Yiost = Xiest - 87+ En general 5% no tiene que ser los coeficientes de un “mundo lineal verdadero”; es una
convencién analitica que permite separar la parte del error que se parece a varianza (sensible al ruido
E) de la parte que se parece a sesgo (sensible a la incapacidad del predictor lineal de representar la
verdad).

Descomposicién en valores singulares

Escribimos la SVD de X en la forma reducida que conviene al rango R:

X=UsVT,

con U € RV*E'S) = diag(oy,...,05), V € RP*E y valores singulares estrictamente positivos
oy > -+ > op > 0. Las columnas u, de U y v, de V son ortonormales en sus espacios. La pseudo-
inversa actiia sobre la parte de Y que cae en el espacio columna de X mediante factores 1/0,.; por eso
los valores singulares pequenos son el corazéon técnico del pico cerca de P ~ n.

Caso P < N (sub-parametrizado): derivacién del error

Partimos de la férmula del estimador de minimos cuadrados (coincide con XY en rango columna
completo). Sustituyendo Y = X5* + E,



Grest = Xpest(X T X)TXTY
= Xyest (X' X)X T(XB* + E)
=x/ (XTX)IXTXB +x (XTX)IXTE
= }ie&’t_ﬁj‘ +x0 (XTX)IXTE.

N
= Ytest

Por tanto el error en test respecto del mejor predictor lineal en la notaciéon adoptada es

gtcst - y:(cst = X‘;rcst (XTX>_1XTE'

Sustituyendo X = UXVT y usando las identidades estandar para (X' X) !XT, se obtiene la forma
modal

R
~ * 1
Ytest — Ytest = x‘cTestVE+UTE = § : o (Xpest * vp) (U - E),
r=1"T
donde ¥ = diag(1/04,...,1/0op). Es decir, el error es una suma sobre modos del operador lineal que

mapea el ruido (y el residual mal modelado) del espacio de las observaciones al espacio de prediccion.

En la descomposicién algebraica anterior, para P < N solo aparece el canal que pasa por E en la expre-
sion cerrada del error respecto de Y. ; €l término de sesgo de parametrizacién (X' (XX )1 X —
I)* es propio del régimen P > N.

Caso P > N (sobre-parametrizado, min-norm): derivacién

Usamos la prediccion Jiog over = XX (XX T)7'Y y otra vez Y = X3* + E:

= X X | (XXT)HXB* + E)
= X XT(XXT) XS + x[ X (XXT)E.

ytest ,over

Recordando 4. = X /3", el error es

gtest,over - y‘:(est = X‘Iest(XT (XXT>71X - I)/B*
Fxl XT(XXT)E.

El segundo sumando admite la misma reexpresiéon modal que en P < N:

R
1
XtestXT<XXT B = Z; Ktest *

r=1

Uy (ur ’ E)

R

-~ * - * 1

Ytest,over — Ytest — X;[ast(XT(XXT> 1X - I)ﬁ + Z ; (Xtest ' Ur) (’LL,, : E)
r=1

r

Aparece un término extra que no estd en el caso P < N: el que lleva (X"(XX")7'X — I)B".
En estadistica se asocia al sesgo respecto de 5* en el sentido siguiente: con P > N, los N datos
solo identifican un subespacio de dimensién a lo sumo N dentro de R”. La matriz X (XX ")!X
es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio fila de X (equivalentemente, sobre el span de las
columnas de X" en RY). La componente de 5* ortogonal a ese subespacio no puede recuperarse del



entrenamiento; al comparar con x| 3* completo, esa componente “faltante” genera error sistemético
en test.

El segundo término (la suma en r) es andlogo al de P < N y es el que conecta con el pico del
double descent cuando ciertos o, son muy pequenos.
Resumen compacto de las dos féormulas
P < N:
|

@test - y:est = Z ; (Xtest ’ Ur) (ur ' E)

r=1"T
P> N:
R
~ . T T T\—1 . 1
Ytest,over — Ytest = Xtest (X (XX ) X — I)ﬁ + Z ; (Xtest : UT) (ur : E)
r=1"T

(Por qué explota el error?

En el caso P < N, el error de prediccién en test (y por tanto el error cuadratico en test) descompone

la incertidumbre en modos singulares. Con la SVD X = UXV " y valores singulares no nulos oy, ..., op,
ya vimos
SN
Yiest — Yiest = Z ; (Xtest ’ Ur) (ur ’ E) (1)
r=1 T

La ecuacién (1) es central: el error depende de una interaccién entre tres cantidades (en el modo
r-ésimo):

1. Cuanto “varian” las columnas de entrenamiento de X en cada direcciéon. Mas for-
malmente: los inversos de los valores singulares no nulos de la matriz de diseno X, es decir

1/0o,.

2. Cuanto y en qué direcciones varian las covariables de test x,., en relacién con el en-
trenamiento. Mas formalmente: como x,., se proyecta sobre los vectores singulares derechos

V de X, es decir x - v,.

3. En qué medida el mejor modelo posible dentro de la clase puede alinear la variacién
en X con los objetivos Y. Mas formalmente: como los residuos F del mejor predictor lineal
en la clase (lo que, desde la clase, son errores “insalvables”) se proyectan sobre los vectores
singulares izquierdos U de X, es decir u, - E.

Usamos términos como “variar” y “varianza” para sugerir el vinculo con la nocién estadistica de
varianza.! El producto de esas tres cantidades determina cudnto aporta el modo singular r al error
de prediccion.

Cuando los tres factores se vuelven extremos

El double descent aparece cuando esos tres factores son simultaneamente desfavorables:

1Si centrdramos las columnas de X para obtener X y escribiéramos X = ULV, entonces X' X serfa la matriz
de covarianza empirica y su descomposicién espectral X' X = VE2V: cada v, serfa un eje ortogonal de variacién
y o2 la varianza empirica en esa direccién. Sin centrar, X' X es el momento de segundo orden empirico, no la
covarianza; por eso hablar de “varianza” es un ligero abuso terminolégico, pero la intuicion correcta es la misma: cuanto
“se mueven” las entradas de X en cada direccién y si ese movimiento se correlaciona con Y a través del residuo. Centrar
no es esencial para el fenémeno de double descent; omitir el centrado evita confundir al lector pedagdgicamente.



= (i) En el entrenamiento hay varianza pequena pero no nula en alguna direccién singular
(equivalente: o, muy pequeno).

» (ii) Desde la perspectiva de la clase de modelos, el residuo E tiene gran proyeccién sobre ese
modo: la relacién entre descriptores de entrenamiento y respuestas es fragil en esa direccion.

= (iii) El vector de test presenta variacién importante a lo largo de ese mismo modo: X, - v,
es grande.

Si (i) y (ii) coinciden, los coeficientes efectivos a lo largo de ese modo suelen estar mal estimados.
Si ademads (iii) entra por un X, con gran proyeccién, el modelo se ve obligado a extrapolar fuerte
en una direccién poco vista en entrenamiento, donde ademas la relacién prediccidn—respuesta era ya
propensa a error: el error cuadratico en test puede explotar.

Por qué la explosiéon ocurre cerca del umbral de interpolacion

El factor 1/0, es el que se vuelve mas peligroso al acercarse al umbral desde cualquier régimen
de parametrizacion: los valores singulares casi nulos se vuelven méas probables.

Una explicacién probabilistica profunda pasa por la ley de Marchenko—Pastur (matrices alea-
torias): el menor valor singular no nulo tiende a situarse en un régimen critico junto al borde de
interpolacion. Por ser técnica, aqui priorizamos la intuiciéon geométrica: cuanta dispersion hemos
observado en cada direccién ortogonal del espacio de covariables al ir anadiendo muestras (Figura
3).

Supongamos un tnico dato de entrenamiento x;. Mientras no sea el vector cero, ese punto define una
direccién de variacién no trivial: ganamos informacién sobre la dispersién de la distribucién en esa
direccion; en todas las ortogonales la varianza empirica es exactamente cero, y el ajuste lineal no
puede usarlas. Con un segundo dato x,, de nuevo hay variacién, pero parte de x, suele proyectarse
sobre x;; la direccién compartida acumula més evidencia, pero la segunda direccién ortogonal de
variacion queda peor identificada. Por eso, con dos muestras, el menor valor singular no nulo de la
matriz de datos es en probabilidad més pequefio que con una sola.

A medida que crece N y nos acercamos al umbral N = P = D (en el panel de Figura 3, D = 3), la
probabilidad de que cada dato nuevo aporte varianza fuerte en una direccién nueva y ortogonal a
todo lo observado cae. En el umbral, para que el N-ésimo dato no anada un valor singular pequeno-
pero-no-nulo harfan falta a la vez: (1) existir una dimensién en la que ninguno de los N — 1 datos
anteriores hubiera variado, y (2) que el N-ésimo dato varie mucho solo en esa dimensién: es poco
probable. Mas alla del umbral, con méas datos, la varianza en cada dimensién covariable se estima
mejor y el menor valor singular no nulo se aleja de cero. Eso conecta el pico de error con el peor
condicionamiento espectral de X.

La Figura 4 muestra en datos reales que el pico de MSE de test y el minimo del menor valor singular
no nulo de X ocurren juntos en el umbral: evidencia empirica del vinculo entre 1/0,. y el error.

Generalizacién en regresion lineal sobre-parametrizada

Puede sorprender que, en el régimen sobre-parametrizado, tres conjuntos de datos exhiban error
cuadratico de test relativamente bajo (California Housing, Diabetes, Student—Teacher) mientras que
uno (expectativa de vida de la OMS, WHO Life Expectancy) no. La clave es que, para P > N, el
error de predicciéon incluye un término de sesgo que no aparece cuando P < N.

El término de sesgo y la “visibilidad” de las covariables

El objetivo del modelo lineal es correlacionar fluctuaciones en las covariables con fluctuaciones en
la respuesta. Con més parametros que datos (P > N), en cada punto de RY el ajuste solo puede
“ver” fluctuaciones en un subespacio de dimensién a lo sumo NN: las P — N direcciones restantes son
invisibles para el entrenamiento. Por eso se pierde informacién sobre la relacién lineal éptima 5* y
crece el error de prediccién en régimen sobre-parametrizado.
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Figura 3: intuicién geométrica (D = 3). Distribucién verdadera y muestras con N = 1,2,3,8,100; ejes
principales (azul, verde, rojo).
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Figura 4: double descent en regresién lineal ordinaria (California Housing).



Sea P = X'(XX")"1X la proyeccién ortogonal sobre el espacio fila de X (en R”, el span de las
filas de la matriz de disefio). Para un covariable de test X, definimos la representacion interna
inducida por el modelo lineal como la proyecciéon

)Etest = PXtest = XT(XXT>71XXtest'

La parte del error atribuible al sesgo respecto de * (la componente que ya aparecia al descomponer
Yiest.over — Yiest) Puede escribirse como

X‘jest(XT(XXT)ilX - IP)B* = (itest - Xtest)Tﬁ*' (2)

Es decir, el sesgo es el producto interno entre (1) el vector que va del dato de test a su proyeccién
sobre el espacio “visible” por el entrenamiento, X, — Xests ¥ (2) los coeficientes ideales 8* de la clase.
Si 5* es casi ortogonal a la componente “no vista”, el sesgo es pequenio; si 5 alinea con direcciones
mal identificadas por X, el sesgo puede ser grande.

Lejos del umbral de interpolacion, la varianza suele explicar poca parte de la discrepancia entre el
modelo sobre-parametrizado y el ideal; buena parte de la discrepancia proviene entonces del sesgo
((2)). Esa misma expresién admite una lectura geométrica sorprendente: la regresién lineal sobre-
parametrizada hace aprendizaje de representaciones —reemplaza X, POr su proyeccion X, en
el subespacio aprendido con los datos de entrenamiento.
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Figura 5: Geometria de la generalizacién en OLR sobre-parametrizada.

Sesgo al cuadrado en test en cuatro conjuntos de datos

Intuitivamente, un modelo sobre-parametrizado generaliza bien cuando sus representaciones (las
proyecciones X) retienen la informacién que * necesita para predecir (Figura 5, Figura 6). Donde
B* tiene componente fuerte en direcciones que el entrenamiento no puede ver, el término (2) —y por
tanto el error de test— se dispara aunque la varianza del estimador sea manejable.

Hacia las redes: lazy training, NTK y el prisma de la interpolacion

Las cuentas anteriores son lineales a propdsito: matriz de diseno X (Legendre) y solucién de norma
minima. Para trasladar el mismo lenguaje a redes no lineales se usa un régimen en que w permanece en
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Dataset: California Housing Dataset: Diabetes
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Figura 6: Sesgo al cuadrado en test para modelos sobre-parametrizados (cuatro conjuntos).

un entorno de la inicializacién w,, de modo que f(w, x) admite una aproximacién de orden uno en w;
eso es el marco de lazy training / linealizacién. La exposicién enlaza con la visién de interpolacion y
sobre-parametrizacién de Belkin (2021); las demostraciones que siguen son el caso linealizado finito
(riguroso) y el puente al kernel tangente (limite de ancho y flujo de gradiente).

Linealizaciéon de Taylor y feature matrix

Sea f: REx X — R de clase ! en w. Fijamos wy, y escribimos el desarrollo de Taylor con resto integral
de orden uno:

flw,z) = f(wy, x) + V,, f(wg, ) " (w — wy) + R(w, wy, ),
con |R(w,wy,x)|| = o(|w — wy|) cuando w — w,. El modelo linealizado es

fin(w, ) = fwg, 2) + d(2) (w—wp),  ¢(x) =V, f(w,z) €R™.

Definimos la matriz Jacobiana de entrenamiento

J € R™4 por filas Ji. = ¢(%‘)T» y los vectores f; := (f(w0>ff1)a~--7f(w071’n>)T7 Y= (Yp, - ayn)T‘
Entonces

Fin(w) == (Fun(w,21), oo, Fin(w,2,)) " = fo+ J(w — wy).

Con u:=w—wyyr:=y— f, (vector de residuos al punto linealizado), interpolar los datos en el
modelo linealizado es

Ju=r. (%)



La matriz J es el andlogo matricial de apilar features: en Legendre, las filas eran gg p(z;)7; aqui las filas
son gradientes V,, f(wg, ;). El régimen lazy es aquel en que |w —w,| es tan pequefio (o el ancho tan
grande) que f & f};, a lo largo de la optimizacién; entonces el anélisis de (x) es el sustituto riguroso
del modelo polinémico finito.

Neural Tangent Kernel: definicién y matriz de Gram

Definicién. El kernel tangente neuronal (NTK) en w, es la funcién positiva semidefinida

O(z,2") := (V[ (wo, 2), V, f(wy, ) = (x) " p(2).

Sobre la muestra {z;};,, la matriz © € R"*" dada por ©,; = O(z;, ;) es la matriz de Gram de
los vectores ¢(x;):

0=JJ".

Observacion (flujo de gradiente en el limite ancho). Jacot et al. (2018) prueban que, bajo
inicializacién aleatoria adecuada y ancho — oo, © converge a un limite determinista y, en el entrena-
miento continuo de GD sobre pérdida cuadrética, la evoluciéon de las predicciones en los datos queda
gobernada por un kernel que coincide con ese limite (NTK fijo). En la practica, “NTK estatico”
significa que © no varia apreciablemente durante el entrenamiento, de modo que la dindmica es la de
un modelo lineal en el espacio de funciones inducido por ©. El condicionamiento de © (valores propios
pequetios) es el paralelo espectral al mal condicionamiento de J o de X en el ejemplo de Legendre.

Proposicién (GD lineal y norma minima)

Trabajamos con el modelo linealizado f};, y la pérdida cuadratica

1 1
L(w) = Sl uw(w) = yl3 = 51 Tu—rl3,  w=w—uwq
Lema 1 (gradiente y subespacio). Se cumple V,,L = J'(Ju — ). Por tanto, cada paso de GD,

Up ] = Uy —nJ " (Ju, — 1),

satisface u,,; —u, € Im(J ") = span{@(z;), ..., #(z,,)}. Si uy = 0, entonces u, € Im(J ") para todo .

Demostracion. La primera afirmacién es la regla de la cadena; la segunda es definicién de GD; la
tercera, induccién sobre t. [J

= J*J la proyeccién ortogonal sobre Im(J ") y
1, = 0 para todo ¢ (la componente en ker(.J)

Lema 2 (complemento ortogonal fijo). Sea P,
P, =1—P,, sobre ker(J). Si uy, = 0, entonces P,

nul row nul
permanece nula).

ow

Demostracion. J v € Im(J ") para todo v, luego P, (v, 1 —u,) = 0. Con uy = 0 se obtiene P, u, = 0.
g

Proposicién. Supongamos rango(.J) = n (interpolacién posible y J de rango fila completo). Entonces
existe una tnica solucién v* de norma euclidea minima tal que Ju* = r, dada por v* = J'r =
JT(JJT)"1r. Si el GD con paso 7 suficientemente pequefio converge desde u, = 0, su limite es u*.

Esquema de demostracion. El conjunto {u : Ju = r} es un subespacio afin paralelo a ker(.J). Entre
ellos, el de norma minima es el tnico ortogonal a ker(.J), es decir, en Im(J"); la férmula de J* es
estandar. El flujo de GD en problemas cuadraticos convexos converge al inico minimo global u* en
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Im(J") cuando u, = 0 y 1 estd por debajo del inverso de la constante de Lipschitz de VL (tipicamente
N < 2/Anax(J"J)). Ese minimo global coincide con el interpolador de norma minima por Lema 2. [J

Corolario (RKHS). Si identificamos el espacio de funciones lineales en las features ¢(x) con el
RKHS asociado al kernel ©, la solucién de norma minima en pardmetros u corresponde a la funcién de
norma de RKHS minima que interpola en los puntos de entrenamiento (en el subespacio generado
por O(-,z;)), en analogia directa con el caso Legendre y la pseudo-inversa.

Condicién de Polyak—f.ojasiewicz y variantes

Definicién (PL). Una funcién L diferenciable satisface la condicién PL con constante ¢ > 0 en un
conjunto {2 si

IVL)[3 > 2p(L(w) — L*) YweQ,

donde L* es el minimo global de L en  (a veces se escribe la forma equivalente |V L||?> > pL cuando
L*=0).

Proposicién (convergencia lineal bajo PL). Si L es -suave (gradiente Lipschitz) y satisface PL
con constante p, el GD con n < 1/f verifica

L(w,) — L* < (1 —nu)' (L(wy) — L*).

Demostracion (esquema). Descenso estandar usando PL y suavitud; ver Polyak (1963) o Karimi et
al. para la constante exacta. [J

En redes, L no es convexa en w; la variante PL* o hipdtesis de tipo PL en el régimen interpolante
(Belkin (2021), §4) postula que, con sobre-parametrizaciéon suficiente, en una regién que contiene tra-
yectorias razonables de GD se tiene control del tipo PL hacia el conjunto de minimos globales
(error nulo en entrenamiento). La consecuencia conceptual: no hace falta convexidad global para ex-
plicar convergencia a interpolacién; basta una geometria que impida estancarse en valles con pérdida
estrictamente positiva cuando existen minimos con L = 0.

Prisma de la interpolacién y benign overfitting

Formalmente, la navaja de Occam clasica penaliza la cardinalidad de parametros o la dimensién
del modelo. En el régimen interpolante moderno, la complejidad se mide en otra métrica: norma en
el RKHS (o0 norma de los pardmetros en la capa lineal final bajo NTK) en lugar del recuento de
parametros.

Belkin (2021) enfatiza que, con muchos grados de libertad, un predictor puede interpolar datos ruidosos
descomponiendo la solucién en una parte “suave” (baja norma en el kernel efectivo) més correcciones
de alta frecuencia que encajan el ruido pero tienen norma pequena en la métrica adecuada; la senal
puede preservarse en la componente suave. Por eso el error de test puede descender al aumentar la
capacidad: hay mas maneras de ser simultaneamente interpolante y de norma controlada en el espacio
de funciones relevante —fenémeno distinto del sesgo—varianza con un solo minimo.

Sintesis. Del mismo modo que en Legendre la pseudo-inversa selecciona, entre los w con Jw = y,
el de norma |w — w,| minima (con w, el origen del modelo linealizado), el NTK describe, en el
limite de red ancha, un espacio de Hilbert de funciones donde el descenso de gradiente desde wy ~ 0
aproxima la interpolacién de norma minima en ese espacio: el puente entre el dlgebra finita de Xp
y el comportamiento cualitativo del aprendizaje profundo.

13



Resumen

= Kl double descent aparece aqui en regresiéon polinémica 1D con base de Legendre, ruido
gaussiano N (0,0.22), nodos de Chebyshev, reparto train/test aleatorio y solucién de norma
minima (pseudo-inversa de Moore—Penrose en el régimen interpolante).

s P =n es el umbral donde el modelo lineal puede interpolar el entrenamiento; cerca de ese borde,
valores singulares pequefios de X » amplifican componentes del ruido y del residual en la forma
ZT<Xtest : Ur)(“r : E)/Ur'

» Para P > N, ademéas entra un término de sesgo respecto de (* asociado a la proyeccion
XT(XXT)"1X: solo una parte de 3* es identificable desde N ecuaciones en P incégnitas.

= Kl pico y la recuperacion del error de test se entienden con mayor nitidez en el lenguaje de la
SVD y la pseudo-inversa que solo con una curva genérica “sesgo vs. varianza’.

Belkin, Mikhail. 2021. «Fit without fear: remarkable mathematical phenomena of deep learning th-
rough the prism of interpolationy. https://arxiv.org/abs/2105.14368.
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